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La theorie relativiste de la gravitation, tres bien verifiee par les tests classiques dans le systeme 
solaire et par le rayonnement gravitationnel du pulsar binaire, est un des outils fondamentaux de 
Pastrophysique. Elle permet le calcul de la forme de l'onde gravitationnelle emise lors de la phase 
spiralante des binaires d'etoiles a neutrons et de trous noirs. A partir d'une approximation dite post 
newtonienne developpee a un ordre eleve, la prediction de cette theorie est utilisee comme "patron 
d'onde" pour la recherche et l'analyse du signal dans le reseau de detecteurs d'ondes gravitationnelles 
VIRGO/LIGO. 



La relativite generale est quelquefois consideree comme 
la plus importante creation intellectuelle jamais realisee 
par un seul homme : Albert Einstein. Elle a revolutionise 
notre vision de la nature de 1'espace et du temps, et de 
notre perception familiere de la force de la gravitation. 
Les physiciens "relativistes" admirent l'extraordinaire 
coherence mathematique - et done la beaute - de ses 
equations. La relativite generale est maintenant une 
vieille dame, qui est nee en 1915 apres des annees de 
gestation laborieuse remontant a la decouverte de la rel- 
ativite restreinte en 1905, Pannee miraculeuse d'Einstein 
dont nous fetons le centenaire. Nous allons voir que cette 
vieille dame est tres en forme, car plus que jamais la rel- 
ativite generale est consideree comme la theorie de la 
gravitation. 

Le phenomene familier de la gravitation possede en 
relativite generale Pinterpretation extraordinaire d'etre 
la manifestation de la courbure de Pespace et du temps 
produite par la presence des corps massifs. Cette descrip- 
tion est une consequence d'un principe fondamcntal, ap- 
pele de nos jours le principe d'equivalence d'Einstein, qui 
est la traduction en physique moderne du fait que tous 
les corps sont acceleres de la meme fagon dans un champ 
gravitationnel. On dit parfois que la masse inerte rrii des 
corps, qui n'est rien d'autre que leur energie E = c 2 
en utilisant l'equivalence masse-energie de la relativite 
restreinte, est toujours egale a leur masse gravitation- 
nelle m g , qui est Panalogue de la charge electrique pour 
le champ gravitationnel. C'est bien sur Galilee qui a fait 
remarquer l'importance de cette "universalite" du mou- 
vement de chute libre des corps (bien que son experience 
fameuse du haut de la tour de Pise soit probablement 
apocryphe), mais c'est Einstein qui a donne a ce fait 
experimental son statut defimtif. 

LE TRIPTYQUE DES TESTS CLASSIQUES 
DANS LE SYSTEME SOLAIRE 

Des 1845, Le Verrier a l'observatoire de Paris (un an 
avant sa decouverte de Neptune par le calcul a partir des 



perturbations engendrees sur Uranus), avait remarque 
que le demi grand-axe de Porbite de Mercure precesse 
a chaque rotation avec un angle qui est legerement en 
avance par rapport a la prediction theorique An- Son 
calcul de An, en theorie de Newton, etait fonde sur les 
perturbations induites par les autres planetes, principale- 
ment Venus qui est la plus proche de Mercure, et Jupiter 
qui est la plus massive du systeme solaire. L'avance 
anormale du perihelie etait restee inexpliquee et avait 
alimente de nombrcuses speculations, parmi lesquelles 
l'existence d'une nouvelle planete interieure a l'orbite de 
Mercure (denommee Vulcain par Le Verrier), la presence 
possible d'un anneau de matiere zodiacale dans le plan de 
l'ecliptique, et meme une modification de la loi newtoni- 
enne en 1/r 2 . Des l'obtention des equations du champ 
gravitationnel en novembre 1915, Einstein prouvera que 
les corrections purement relativistes au mouvement d'une 
planete sur une ellipse keplerienne impliquent une rota- 
tion supplementaire du grand axe de Pellipse donnee par 
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oil a et e sont le demi grand-axe et Pexcentricite de 
l'orbite, M Q est la masse du Soleil, et G et c sont la 
constante de la gravitation et la vitesse de la lumiere. 
Numeriquement on trouve 43" d'arc par siecle, qui 
s'ajoutent done a la precession newtonienne An pour 
etre en parfait accord avec l'observation ! C'est certaine- 
ment ce succes remarquable qui a convaincu Einstein de 
la justesse de la theorie naissante (e'etait d'ailleurs a 
l'epoque la seule confrontation possible de la theorie a 
des observations reelles). 

Le deuxieme "test classique", encore plus celebre, est 
celui de Pangle de deviation de la lumiere en prove- 
nance d'une source lointaine (un quasar dans les mesures 
recentes), par le champ de gravitation du Soleil. II est 
donne en relativite generale, dans le cas d'un rayon ras- 
ant la surface du Soleil (rayon R@), par 
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Cet angle vaut deux fois la valeur cstimee en theorie de 
Newton, car en effet si on considere la lumiere commc 
faite de corpuscules de vitesse c (et de masse arbitraire, 
car la masse n'intervient pas), il y a bien une deviation de 
la lumiere chez Newton ! En fait on peut montrer que le 
facteur 4 dans l'expression de a Q se decompose en "2+2" , 
avec le premier 2 qui provient du principe d'equivalcncc, 
mi = m g , qui est vrai en relativite generale comme 
cn theorie de Newton, ct le second 2 qui est un effet 
supplcmcntaire du a la courbure de l'espace en relativite 
generale. L'angle a Q vaut 1.75" d'arc, et fut mesure lors 
d'une eclipse du Soleil par Eddington en 1919, qui put 
d'ores et deja conclure que la theorie de Newton etait 
exclue experimentalement. (En cette annee du traite de 
Versailles un anglais mettait a mal la theorie d'un autre 
anglais, et confirmait experimentalement celle d'un alle- 
mand.) 

L'cffet Shapiro complete notre triptyque des tests clas- 
siques de la relativite generale dans le systeme solaire. 
C'est un retard du au champ de gravitation dans les 
temps d'arrivee de photons ayant rase la surface du Soleil. 
Non seulement la trajectoire de la lumiere est deviee de 
Tangle a , mais les photons sur leur trajectoire sont 
ralentis par le champ du Soleil. L'cffet n'est pas du 
tout ncgligeable, et il a ete calcule et observe pour la 
premiere fois par Shapiro en 1964. Son experience a con- 
sists a mesurer le temps d'aller-retour de photons radio 
emis sur Terre vers Mercure, refiechis sur le sol de Mer- 
cure et renvoyes vers la Terre, lorsque la trajectoire des 
photons passe a proximite de la surface du Soleil. L'cffet 
principal du ralentissement de la lumiere est donne par 

AT = ^Io g (±^). 

ou r e et r 8 sont les distances de la Terre et de Mer- 
cure au Soleil. Contrairement aux autres tests, l'effet 
Shapiro ne date pas de l'enfance de la relativite generale. 
Curieusement, Einstein n'a jamais pense a calculer cet ef- 
fet. Ayant obtenu la trajectoire des photons au voisinagc 
du Soleil et leur angle de deviation a Q , il n'a apparem- 
ment jamais cherche a connaitre le mouvement "horaire" 
des photons sur leur trajectoire, ce qui lui aurait donne 
leur retard gravitationnel AT - un nouvel effet tout a 
fait interessant. 

La relativite generale est maintenant vcrifiee dans le 
systeme solaire a mieux que l/1000 ome pres. Des mesures 
tres precises d'astrometrie, telles que celles du futur satel- 
lite GAIA qui sera lance par l'agence spatiale europeenne, 
devraient encore ameliorer la precision sur la deviation 
de la lumiere. Des theories alternatives de la gravita- 
tion, comme par exemple la theorie de Brans et Dicke ou 
l'on rajoute un champ scalaire au champ gravitationnel 
de la relativite generale, et qui fut une theorie famcusc 
cn son temps (1961), ont ete eliminees par ces observa- 
tions. Cependant, dans le systeme solaire, les vitesses 
des corps sont tres petites par rapport a la vitesse de la 



lumiere, v < 10 -4 c, et le champ de gravitation est faible, 
car le potentiel newtonien U est tout petit en unites rel- 
ativistes, U < lCP 6 c 2 . Les tests classiques n'ont done 
verifie qu'un regime assez restreint de la theorie, celui de 
sa limite "quasi-newtonienne" . 

LA RELATIVITE GENERALE, UN OUTIL POUR 
L'ASTROPHYSIQUE 

Apres son enfance brillante, la vieille dame a connu 
une adolescence difficile. Elle fut longtemps consideree 
comme un "paradis pour le theoricicn" , mais un "desert 
pour Fexperimentateur" . En fait, elle est restee a l'ecart 
du courant principal de la physique, domine par la 
mecanique quantique et la theorie quantique des champs, 
jusqu'au debut des annees 1960 (notre theorie est alors 
quadragenaire) , epoque a laquelle elle a subi un renou- 
veau et un essor remarquables. 

Du point de vuc theorique, cette epoque a vu 
1' elucidation du concept de trou noir, et la magnifiquc 
decouverte par Kerr du trou noir en rotation (1963). Le 
trou noir de Schwarzschild, sans rotation, date des pre- 
miers mois de la relativite generale, mais a l'epoque on 
considcrait cette solution comme valable uniqucment a 
l'exterieur d'une etoile, et ce n'est que dans les annees 60 
que Ton analysera les proprietes du trou noir au voisinagc 
de l'horizon, pour comprendre que ces objets peuvent 
reellement exister dans la nature. De meme pour le ray- 
onnement gravitationnel, dont on a vraiment compris les 
caracteristiques pendant cette periode; auparavant une 
controverse faisait rage sur l'existence reelle des ondes 
gravitationnelles ! 

On peut dire que les experiences modernes de gravita- 
tion ont commence avec la verification precise en labo- 
ratoirc du decalage gravitationnel vers le rouge ou effet 
Einstein, par Pound et Rebka en 1960. Souvent con- 
sideree comme le 4 cmo test classique de la theorie, cette 
verification est en fait un test du principe d'equivalcncc 
qui est done plus general. A la meme epoque on tentait 
la detection du rayonnement gravitationnel a l'aide d'un 
cylindre mctallique resonnant appele maintenant barre 
de Weber. 

La relativite generale emerge alors enfin en tant que 
theorie physique, qui fait des predictions et voit ses 
predictions realisees. La decouverte en 1974 du pul- 
sar binaire PSR 1913+16, et la preuve experimentale 
de l'existence du rayonnement gravitationnel tel qu'il est 
prevu par la relativite generale, illustre merveilleusement 
la capacite de prediction de notre theorie (voir la section 
suivante) . 

Aujourd'hui la relativite generale est un "outil" perme- 
ttant d'explorer l'existence et de comprendre les obser- 
vations de nouveaux objets ou de nouveaux phenomenes 
en astrophysique. Par exemple les proprietes partic- 
ulieres du trou noir de Kerr sont utilisees par les as- 
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trophysicicns travaillant sur les objets compacts ct lcs 
disques d'accretion autour de trous noirs. La relativite 
generale va probablcmcnt permettre d'ouvrir unc nou- 
velle "fenetre" en astronomie, celle des ondes gravitation- 
nelles, car ce rayonnement a des proprietes specifiqucs 
tres diffcrcntcs des ondes electromagnetiques. 

II faut pourtant garder a l'esprit que le domaine ou 
s'exerce la relativite generale est le macrocosme. Cette 
theorie n'incorpore pas les lois de la mecanique quan- 
tique, et il est probable qu'ellc doive etre consideree 
comme une theorie "effective" valable uniquement a 
grande echelle. Assez etrangement, la force gravitation- 
ncllc n'a pu etre testee en laboratoire que jusqu'a une 
echelle de l'ordre du millimetre. A une echelle micro- 
scopique, infcrieure ou tres infcrieure au millimetre, on no 
connait cxpcrimentalcmcnt ricn de la loi gravitationnellc 
et il est vraisemblable que la relativite generale stricto 
sensu ne s'applique plus. 



LE PULSAR BINAIRE PSR 1913+16 

L'annee 1974 fut fastc pour les "relativistes" 
avec la decouverte par Hulse et Taylor d'un 
systeme extremement interessant : le pulsar bi- 
naire PSR 1913+16, qui valut a ses decouvreurs le prix 
Nobel en 1993. C'est un pulsar, c'est-a-dire une etoile 
a neutrons en rotation rapide sur elle-meme (avec une 
periode de 56 ms), qui envoie a chaque rotation, tcl 
un phare, du rayonnement electromagnetique radio en 
direction de la Terre. L'analyse des instants d'arrivce 
des pulses radio montre (grace a leur decalage Doppler) 
que PSR 1913+16 est en orbite autour d'une etoile 
compagnon, probablcmcnt unc autre etoile a neutrons. 
L 'orbite est unc ellipse quasi- kcplcriennc de periode 
orbitale P ~ 7 h 40 mn , d'excentricite e ~ 0.617 ct de 
demi grand-axe a ~ 10 6 km. Les masses du pulsar et 
de son compagnon (m p et m c ) sont toutes deux environ 
egales a 1.4M (qui est la masse des etoiles a neutrons). 
PSR 1913+16 est un systeme passionnant car les effets 
relativistes jouent un role important dans sa dynamique. 
Par exemple, la precession relativiste Ar du periastre 
de l'orbite est de l'ordre de 4 degres par an, a comparer 
avec les 43" arc par siecle du perihelie de Mercure. 

Le systeme double forme par le pulsar et son com- 
pagnon emet du rayonnement gravitationnel, ce qui se 
traduit par une perte d'energie orbitale, et done par 
le rapprochement des deux etoiles l'une de l'autre, et 
une lentc derive de la periode orbitale du mouvement 
(P < 0). On sait qu'en premiere approximation le ray- 
onnement gravitationnel est quadrupolaire et le flux du 
rayonnement est donne par la formulc ditc du quadrupolc 
d'Einstein. Si Ton applique cette formule a un systeme 
de deux masses ponctuelles en mouvement sur une ellipse 
keplericnnc on trouve un resultat du a Peters et Mathews 



(1963), 
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Dans le cas du pulsar binaire cette formule donne P — 
—2.4 10~ 12 s/s, qui represente done la decroissance de 
la periode orbitale mesuree en secondes a chaque sec- 
onde. Cette prediction puremcnt thcorique est en excel- 
lent accord (a mieux que 0.5% pres) avec les observa- 
tions effectuees par Taylor et ses collaborateurs. C'est 
une verification remarquable, l'une des confirmations les 
plus importantes de la relativite generale, et l'une des 
mesures les plus precises effectuees en astronomie. Mais 
pour nous elle represente une validation observationncllc 
de l'ordre newtonien sur lequel est fonde nos investiga- 
tions post newtoniennes pour les binaires compactes spi- 
ralantes (voir la derniere section) ! 

LA DETECTION INTERFEROMETRIQUE DU 
RAYONNEMENT GRAVITATIONNEL 

Une onde gravitationnellc est engendree par le mou- 
vement accelere des corps massifs. Dans notre theorie, 
le champ de gravitation est represente par la metriquc 
de l'espace-temps, et Ton pcut montrcr que les com- 
posantes de la metrique obeissent en premiere approx- 
imation, dans un systeme de coordonnces particulier, a 
une equation de d'Alembert ou equation des ondes. On 
a done affaire a une onde gravitationnelle, qui doit etre 
vue comme une perturbation de la surface de l'espace- 
temps se propageant a la vitesse de la lumiere. L' action 
de l'onde gravitationnelle sur la matiere se traduit par 
des deformations analogues a celles produites par un 
champ de maree. La variation relative de la taille L d'un 
detecteur au passage de l'onde est donnee par 

6L h 
L ~ 2 ' 

ou h represente l'amplitudc de l'onde gravitationnellc, 
c'est-a-dire la modification de la metrique de l'espace- 
temps par rapport a la metrique "plate" de Minkowski 
en l'absence du champ gravitationnel. 

De nouvelles experiences vont tenter pour la premiere 
fois de detecter le rayonnement gravitationnel produit 
par des sources cosmiques. Ces experiences sont fondees 
sur l'interferometrie a laser, et sont constituces de gigan- 
tesques interferometres de Michelson avec cavites Fabry- 
Perot. Elles ambitionnent de former un reseau interna- 
tional, comprcnant des interferometres de grande taille, 
LIGO aux Etats-Unis dont les bras ont une longueur de 
4 km, et VIRGO qui est construit pres de Pise avec des 
bras de 3 km dans le cadre d'une collaboration franco- 
italiennc (voir la figure 1). Le reseau comprend aussi 
des detecteurs de taille plus modeste, GEO a Hanovre et 
TAMA au Japon. 
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FIG. 1: Vue du detecteur d'ondes gravitationnelles VIRGO a 
Cascina, pres de Pise. 



Le grand interet de l'interferometrie a laser pour la 
detection des ondes gravitationnelles, est la bande de 
frequence tres large du detecteur, typiquement de ~ 
10 Hz a 1000 Hz pour VIRGO. Les barres de Weber 
en revanche ne peuvent detecter qu'au voisinage de la 
frequence de resonance de la barre. 

L'amplitude attendue pour une onde gravitationncllc 
en provenance de systemes binaires a une distance de 
100 Mpc est h ~ 10~ 23 , ce qui, d'apres l'estimation 
precedente sur la variation de longueur du detecteur, 
donne SL ~ 10~ 20 m dans le cas de VIRGO soit 
10 -5 fermi ! Comment est-il possible de mesurer un tel 
deplacement ? La reponse est qu'en realite on mesure le 
deplacement collectif de N atomes des miroirs en entree 
et en bout de bras de l'interferometre. La mesure contient 
done un effet de moyenne sur les atomes ce qui permet 
de gagner un facteur y/N. Avec N ~ 10 18 ce qui cor- 
respond a une couche atomique en surface du miroir on 
constate que la mesure effective a realiser est beaucoup 
plus raisonnable, 8L c s = v^V SL ~ 10~ n m. 

II existe de nombreuses sources astrophysiques po- 
tentielles dont le rayonnement gravitationncl pourrait 
etre detecte par VIRGO et LIGO. Les supernovas, qui 
sont des explosions d' etoiles massives en fin de vie 
lorsqu'elles ont epuise tout leur "combustible" nucleaire, 
ont longtemps ete considerees comme des sources d'ondes 
gravitationnelles interessantes, mais on sait maintenant 
qu'elles engendrent en fait peu de rayonnement. En ef- 
fet l'effondrement des couches internes de la supernova, 
qui devrait etre responsable de la production du ray- 
onnement gravitationnel, est essentiellement spherique, 
et d'apres un theoreme fameux de relativite generale, le 
champ exterieur a une distribution spherique de matiere 
est donne par la solution de Schwarzschild qui est statique 
- il n'y a done pas de rayonnement emis. Beaucoup plus 
interessants pour VIRGO et LIGO sont les systemes bi- 
naires, car leur dynamique est fortement asymetrique et 
ils engendrent beaucoup de rayonnement gravitationnel. 




FIG. 2: Onde gravitationnelle h(t) emise par une binaire com- 
pacte spiralante. La frequence et l'amplitude de l'onde aug- 
mentent adiabatiquement au cours du temps. 



SPIRALE ET MORT DES SYSTEMES BINAIRES 
D'ETOILES COMPACTES 

Une binaire compacte spiralante est ce que deviendra 
le pulsar binaire PSR 1913+16 dans quelques centaines 
de millions d'annecs, lorsqu'il finira par fusionner avec 
son compagnon. Pendant toute sa vie il aura emis son 
energie de liaison gravitationncllc sous forme de rayon- 
nement gravitationnel, jusqu'a ce que les deux etoiles a 
neutrons tombent l'une sur l'autre. (Rappelons qu'une 
etoile a neutrons est un astre compact, forme essentielle- 
ment de neutrons avec une densite comparable a celle 
de la matiere nucleaire, et dont la taille est a peu pres 
celle de l'agglomeration parisienne pour une masse de 
- 1.4 Mq.) 

Dans les derniers instants avant la fusion finale, les 
deux objets compacts (etoiles a neutrons ou trous noirs) 
decrivent une orbite rapprochee qui a la forme d'une spi- 
rale circulaire rentrante a cause de la perte d'energie liee a 
remission du rayonnement gravitationnel. C'est ce ray- 
onnement que Ton observera sur Terre ou il deformera 
l'espace-temps avec une amplitude relative de l'ordre de 
10 -23 (voir la figure 2). Au cours de la phase spiralante, 
la distance entre les deux etoiles diminue au cours du 
temps, et la frequence orbitale du mouvement, u = 2-k/P 
ou P est la periode, augmente. On peut montrer que 
revolution de l'orbite est adiabatique, dans le sens ou 
le changement relatif de frequence pendant une periode 
correspondante reste faible, uj/uj 2 < 0.1. Nous allons 
voir comment cette propriete d'adiabaticite permet de 
definir un schema d'approximation tres puissant en rela- 
tivite generale, capable de decrire la spirale avec grande 
precision. 

A la fin de la phase spiralante, le systeme binaire at- 
teint ce qu'on appelle la derniere orbite circulaire (dite 
aussi "innermost circular orbit" ou ICO), a partir dc 
laquelle revolution de l'orbite cesse d'etre adiabatique. 
Les deux corps plongent alors l'un sur l'autre et fusion- 
nent tres rapidement pour former un trou noir unique. A 
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cause de la dynamique violente qui conduit a la forma- 
tion de ce trou noir, celui-ci est initialement tres deforme 
et soumis a d'importantes vibrations, mais il finira par 
attcindre, avec remission de ses modes de vibration in- 
trinscques en ondes gravitationnclles, un regime station- 
naire decrit par la solution de Kerr pour le trou noir en 
rotation. 

Les binaires compactes spiralantes sont des systemes 
parmi les plus relativistes que Ton puisse imaginer, a 
la fois du point de vue de la relativite restreinte, car 
la vitcsse orbitale attcint ~ 0.5 c au moment du pas- 
sage a la derniere orbite circulaire, et de la relativite 
generale, car les masses en jeu sont importantes, 1.4 Mq 
pour les etoiles a neutrons et peut-etre jusqu'a 20 M Q 
pour des trous noirs, done les champs gravitationnels sont 
intenses. Des milliers de cycles orbitaux sont parcou- 
rus en quelques secondes avant la fusion finale, dans ce 
qu'on peut decrire de facon imagee comme une "spirale 
infernale" , constituant les dcrnicrs spasmes de l'agonie 
du systeme binaire. La spirale et la mort des bi- 
naires compactes represente done un evenement tout a 
fait imprcssionnant du point de vue de l'astrophysiquc. 
C'est principalement pendant la phase spiralee precedant 
immediatement la fusion que l'onde gravitationnelle qui 
sera detectee par VIRGO et LIGO est produite. 

De tels evenements cataclysmiques de fusion d'objets 
compacts se produisent dans l'univers. A partir des 
systemes binaires d'etoiles a neutrons connus dans notre 
Galaxie (le pulsar binaire PSR 1913+16 en est l'exemple 
le plus celebre), on peut en deduire que quelques fusions 
d'etoiles a neutrons devraient survenir par an dans un 
volume de environ 100 Mpc de rayon centre sur notre 
Galaxie. Un tel volume contient des milliers de galaxies, 
dont toutes celles de l'amas de la Vierge (qui a donne 
son nom a VIRGO) situe au centre du super-amas de 
galaxies dans lequel nous vivons. A cette distance le sig- 
nal gravitationnel sera assez puissant pour etre observe 
par le reseau actuel des detecteurs ou par une generation 
de detecteurs de sensibilite amelioree. II rcntrcra dans 
leur bande de frequence quelques minutes avant la fu- 
sion, lorsquc la frequence du signal gravitationnel attein- 
dra / ~ 10 Hz (d'apres les proprietes des ondes gravi- 
tationnclles la frequence de l'harmonique principale du 
signal est double de la frequence orbitale du mouvement, 
/ = uj/tt = 2/P). VIRGO, qui a de tres bonnes per- 
formances a basse frequence grace a ses tours d'isolation 
du bruit sismique terrestre, pourra notamment capter 
tres tot le signal des binaires spiralantes d'etoiles a neu- 
trons, ct augmcntcr ainsi le rapport signal-sur-bruit par 
une longue integration du signal a partir de la basse 
frequence. 

L'existence des binaires spiralantes de trous noirs est 
plus incertaine, car malhcurcuscmcnt on nc connait pas 
de systemes de deux trous noirs dans notre Galaxie. 
Ncanmoins, grace a la simulation numerique des phases 
successives devolution des systemes binaires, on peut es- 



timer que le taux de fusion de deux trous noirs pour- 
rait etre comparable ou superieur a celui des etoiles a 
neutrons. Les astrophysiciens pensent souvent que la 
premiere detection du rayonncmcnt gravitationnel par 
VIRGO ct LIGO sera celle d'une binaire spiralantc de 
trous noirs. 

LE PROBLEME DES DEUX CORPS EN 
RELATIVITE GENERALE 

Pour le theoricien "relativiste" l'interet principal des 
binaires compactes spiralantes reside dans le fait que 
l'onde gravitationnelle qu'cllcs emettent est calcula- 
ble avec grande precision, independamment des details 
de la structure interne des etoiles compactes, et de 
la presence possible d'un environnement astrophysique 
"sale". Par exemple les effets non gravitationnels, qui 
compliqucnt habituellement l'astrophysique des systemes 
binaires (champs magnetiques, presence d'un milieu in- 
terstellaire, etc.), sont ncgligeables. La dynamique des 
binaires spiralantes est dominee par les effcts gravitation- 
nels orbitaux (les effets de marees jouent tres peu de role 
dans le cas de corps compacts). On peut done modeliser 
le systeme par deux particules ponctuelles, sans structure 
interne, caracterisees uniqucmcnt par leurs masses mi ct 
to 2 , et aussi eventuellement par leurs spins. 

Ainsi le probleme theorique des binaires spiralantes est 
un pur probleme de mecaniquc celeste : le probleme 
des deux corps (considered comme ponctuels) en rela- 
tivite generale. On sait qu'en theorie de Newton le 
probleme des 2 corps est "integrable" , mais qu'a partir de 
3 corps les equations du mouvement ne peuvent pas etre 
rcsolues dans le cas general. En relativite generale memc 
pour 2 corps on ne peut pas ecrire de fagon exacte les 
equations du mouvement et encore moins les resoudre ! 
Le probleme a un corps en revanche admct une solution 
exacte qui est donnee par la metrique du trou noir de 
Schwarzschild. 

N'admettant pas de solution exacte le probleme rela- 
tiviste des deux corps doit etre traite par des methodes 
d'approximations. Ce n'est pas un dramc car pratiquc- 
ment tous les grands succes de la relativite generale dans 
sa confrontation avec l'experience et l'observation ont 
etes obtenus grace a de telles methodes. 

Notre schema d'approximation fait intervenir ce que 
nous avons dit a propos du spiralement adiabatique des 
binaires compactes. II se trouve en effet que le petit 
parametre adiabatique est en fait petit dans le sens post 
newtonien, car on a lu/uj 2 = (D[(v/c) 5 ~\, ou v est la 
vitesse orbitale des corps et c la vitesse de la lumiere. 
L 'approximation post newtonienne consiste a developpcr 
la relativite generale autour de la theorie de Newton, 
sous la forme d'un devcloppement cn puissances de v/c 
lorsque v/c — > 0, ce qui peut etre vu plus formcllement 
comme un developpement quand c — > +oo. L'ordre 
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d'approximation (v/c) correspond au premier effet de 
ce qu'on appelle la reaction de rayonnement, c'est-a-dire 
1'influence de remission du rayonnement gravitationnel 
sur le mouvement du systeme binaire, qui se traduit par 
un petit efFet de "freinage" des corps sur lcur orbite, et 
done par une decroissance de la periode orbitale P. 

L'approximation post newtonienne est la seule tech- 
nique connue qui permet de decrire la phase spiralante 
des binaires compactes (pendant laquelle on a v/c < 
0.5), et elle est valable jusqu'a la derniere orbite circu- 
laire. Passee cette orbite le developpement post new- 
tonien devrait en principe etre remplace par un calcul 
d'integration numerique des equations d'Einstcin. Un 
tel calcul est indispensable pour decrire en detail le 
mecanisme de fusion des deux horizons des trous noirs, 
et obtenir la forme d'onde gravitationnelle produite lors 
de cette phase. Malhcureusement la relativite numerique 
n'a pas encore reussi a resoudre ce probleme extremement 
difficile, bicn qu'il ait ete l'objet de ce qu'on a appele 
le "binary black hole Grand challenge", qui a mobilise 
de nombrcux instituts americains mais n'a pas apporte 
les resultats escomptes. II se trouve que vouloir calculer 
numcriquemcnt la fusion de deux trous noirs en util- 
isant la "force brute" d'un ordinateur n'est pas realisable 
actuellement, malgre certaines percees remarquables ces 
dernieres annees. Heureusement, dans le cas d'etoiles a 
neutrons ou de trous noirs peu massifs, la plus grande 
partie du rapport signal-sur-bruit dans VIRGO et LIGO 
proviendra de la phase spiralante precedant la fusion, qui 
est tres bien decrite par la theorie post newtonienne. 

PATRONS D'ONDES GRAVITATIONNELLES 
POUR VIRGO ET LIGO 

Le developpement post newtonien va s'averer l'outil 
ideal pour le calcul de la radiation gravitationnelle d'une 
binaire compacte spiralante. Et comme l'approximation 
post newtonienne va devoir etre developpee jusqu'a un 
ordre tres eleve ce probleme va devenir un vrai par- 
adis pour le theoricien ! Des etudes d'analyse du sig- 
nal dans les detecteurs VIRGO et LIGO ont en ef- 
fct montre qu'une prediction tres precise de la rela- 
tivite generale est necessaire pour tirer parti de toutc 
l'information potentielle contenue dans le signal des bi- 
naires spiralantes. Pour detecter le signal gravitation- 
nel (et l'analyser ultcrieurement) on utilise la prediction 
theorique, que Ton appelle pour l'occasion le "patron" 
d'onde gravitationnelle, et on effectue sa correlation avec 
le signal de sortie du detecteur. Si le patron est une 
copie fidele du signal reel (c'est-a-dire si la prediction de 
la relativite generale est correcte) , alors la correlation est 
importante, et Ton aura detecte une onde gravitation- 
nelle. 

II a ete montre que les patrons d'ondes doivent pren- 
dre en compte toutes les corrections relativistes dans 



le champ d'ondes gravitationnelles jusqu'a la troisieme 
approximation post newtonienne, qui correspond a une 
precision relative incluant tous les termes jusqu'a l'ordre 
(v/c) 6 par rapport a la formule du quadrupole d'Einstein 
pour le rayonnement gravitationnel. Dans le jargon cette 
approximation s'appelle 3PN, et plus generalement les 
termes post newtoniens ~ (v/c) 2n sont dits d'ordre nPN. 

Pour mieux comprendre ce que signffie la precision 
3PN, rappelons-nous que la formule du quadrupole 
d'Einstein decrit remission des ondes gravitationnelles a 
l'ordre dominant (quadrupolairc en relativite generale), 
qui est newtonien dans le sens oil a cct ordre 
d'approximation le quadrupole peut etre calcule avec 
la loi newtonienne de la gravitation. C'est la formule 
"newtonienne" du quadrupole qui permet d'expliquer le 
phenomcne de reaction de rayonnement dans le pulsar bi- 
naire PSR 1913+16, dont on a deja vu qu'il correspond 
lui-meme a une correction dans l'equation du mouvement 
a l'ordre (v/c) 5 soit 2.5PN. La precision demandee pour 
les binaires spiralantes correspond done en fait a une con- 
tribution d'ordre 3PN+2.5PN e'est-a-dire - (v/c) 11 dans 
les equations du mouvement de la binaire ! 

C'est la premiere fois dans l'histoire de la relativite 
generale que la realisation d'experiences nouvelles suscite 
des developpements theoriques nouveaux. Meme pen- 
dant la periode de son rcnouvcau, notre vieille dame, 
confronted a des observations et des tests jamais ef- 
fectues auparavant, s'etait dcdaigncuscmcnt contcntcc 
de voir ses predictions deja "sur etagere" confirmees. 
Avant le demarrage de la construction de LIGO et 
VIRGO on pensait que les corrections relativistes a la 
formule du quadrupole d'Einstein n'avaient qu'un interet 
purement academique (par exemple ces corrections sont 
completcmcnt ncgligeables dans le cas du pulsar bi- 
naire). La prediction theorique adequate pour les bi- 
naires spiralantes n'existait pas, et il a fallu la developpcr 
specialement dans le but de fournir les patrons d'ondes 
necessaires a l'analyse du signal dans LIGO/VIRGO. 
Nous avons employe des methodes perturbatives analy- 
tiques, permettant d'iterer les equations d'Einstein sous 
la forme d'une serie post newtonienne, d'abord pour 
des systemes isoles generaux, puis dans l'application a 
des systemes binaires compacts. La prediction theorique 
de la relativite generale, a la precision 3PN et meme a 
3.5PN, est maintenant sur etagere (voir la section suiv- 
ante). La vieille dame est heureuse. 

Un aspect intcrcssant de l'analyse du signal dans 
VIRGO et LIGO, qui resulte directement de l'application 
du developpement post newtonien, est la possibilitc 
d'effectuer des tests nouveaux de la relativite generale. 
Dans les patrons d'ondes des binaires compactes spi- 
ralantes, developpes a 3.5PN, existent en effet plusieurs 
signatures caracteristiques de ce qu'on appelle les "sil- 
lages" (ou "tails") d'ondes gravitationnelles, produits par 
la diffusion du rayonnement gravitationnel se propageant 
dans un espace-temps distordu par la presence de la 
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source elle-meme. Cet effet purement non-lineaire dans la 
propagation du rayonnement gravitationnel de sa source 
vers le detecteur pourra etre observe pour la premiere 
fois par comparaison des patrons d'ondes avee lc sig- 
nal reel dans VIRGO/LIGO. On nc connait pas d'autres 
systemes que la spirale des binaires compactes, pour 
lcsqucls la detection d'un effet aussi fin que le sillage 
d'onde gravitationnelle soit possible. 



LA FASCINANTE APPROXIMATION 3PN 

Lors du calcul des patrons d'ondes de binaires com- 
pactes spiralantes, l'approximation 3PN, i.e. a l'ordre 
~ (w/c) 6 au-dela de la formule du quadrupole, s'est 
averee "fascinante" par la complexite des calculs en jeu et 
la richesse de la theorie a cet ordre. En effet a l'ordre 3PN 
interviennent a la fois les corrections relativistes dans 
les equations du mouvement et les moments multipo- 
laires de la source, et des effets non-lineaires associes aux 
sillages d'ondes gravitationnelles - une partie de l'onde 
se propage a une vitesse inferieure a c (en moyenne) a 
cause des diffusions sur la courbure de l'espace-temps in- 
duite par la source. La difficulty technique principale est 
de mettre correctement en ceuvre le concept de masse 
ponctuelle modelisant les corps compacts. On a recours 
a des methodes de regularisation du champ propre de 
particules ponctuelles. 

Le patron d'onde gravitationnelle fournit essenticllc- 
ment revolution tcmporelle de la phase orbitale <p de 
la binaire, par effet de reaction de rayonnement. La 
phase est ecrite sous la forme d'une serie post new- 
tonienne, <f) = </>n [l + J2 n a («PN) £ n ] , °u le parametre 
post newtonien x = (Gmw/c 3 ) 2 ' 3 est fonction de la 
masse totale m = mi + m 2 et de la frequence orbitale 
uj = <j). L'approximation newtonienne </>n correspond 
au P du pulsar binaire, a ceci pres que pour les bi- 
naires spiralantes l'excentricite de l'orbite est negligeable 
(e ~ 0). Tous les coefficients post newtoniens jusqu'a 
l'ordre 3.5PN inclus sont maintcnant connus. A titre 
d'exemple, le coefficient a 3PN, qui a ete le plus difficile 
a calculer, est donne en fonction du rapport de masse 
v = mim 2 /(mi + m 2 ) 2 par l'cxpression impressionnante 
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FIG. 3: Energie d'un systeme binaire de masses egales a la 
derniere orbite circulaire (ICO) en fonction de la frequence 
orbitale. On montre les approximations post newtoniennes et 
le point calcule par la relativite numerique. 



(numeriquement C ~ 0.577), sont deduites de la rela- 
tivite generale et de sa structure non-lineaire. Les ex- 
pressions comme celles de a(3PN) sont utilisees pour cal- 
culer la correlation entre le patron d'onde des binaires 
spiralantes et le signal de sortie des detecteurs LIGO et 
VIRGO. 

Bicn sur il faudrait (idcalcmcnt) s'assurer que 
l'approximation 3PN est proche de la valeur "exacte". 
Cela ne peut pas se prouver, mais neanmoins on peut 
avoir une idee de la "convergence" de la serie post new- 
tonienne en etudiant le cas de l'energie du systeme bi- 
naire au passage a la derniere orbite circulaire dite ICO. 
La figure qui suit montre que les ordres post newtoniens 
successifs scmblent en effet converger vers une valeur "ex- 
acte". En effet 3PN est tres proche de 2PN; par contre 
1PN est clairement insuffisant car 1'ICO est une orbite 
tres relativiste (v/c ~ 0.5). De plus, la figure montre un 
tres bon accord entre 3PN et la valeur calculee par la rela- 
tivite numerique dans le cadre d'un modele approchc dit 
de "symetrie helicoidale" (Gourgoulhon, Grandclement 
et Bonazzola, 2001). 

En outre, on peut faire une estimation de la precision 
du patron d'onde en comptant le nombre de cycles or- 
bitaux, dans la bande de frequence de VIRGO, du a 
chacun des ordres post newtoniens. On trouve qu'a 
l'approximation 3.5PN l'erreur relative sur le nombre de 
cycles dans le cas de deux etoiles a neutrons est (proba- 
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blement) inferieure a un l/10 000 cmc . 
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